Christophe Bertault — Mathématiques en MPSI

ANALYSE ASYMPTOTIQUE DE NIVEAU 2

Ce chapitre est avant tout un recueil de problémes typiques d’analyse asymptotique, mais plus délicats et plus intéressants
que ceux que nous avons résolus au chapitre « Analyse asymptotique de niveau 1 ». A I'exception de la formule de Stirling,
aucun des résultats généraux que j’ai choisi d’encadrer ne figure au programme de MPSI. Etudiez-les comme des exemples
privilégiés, des idées classiques a méditer et non pas pas des théoremes de cours a connaitre.

® 1 ETUDES DE SOMMES PAR ENCADREMENT D’INTEGRALES

Nous avons vu récemment que toute intégrale peut étre approchée par des sommes par construction de l'intégrale.
Rappelons simplement que les sommes en question représentent dans ce cadre des « aires sous la courbe » de fonctions
en escalier. L'idée de base de ce paragraphe, c’est qu'on peut aussi faire I'inverse et approximer certaines sommes par des
intégrales. C’est déja ce que nous avons fait avec les sommes de Riemann.

<! . 1
Exemple Z P Inn+0(1). En particulier : Z P Inn.
= n—+00 = n—+0o
4 : . . 1 1 1
1 Démonstration  Pour tous k € N* et t € [k, k + 1], par décroissance de la fonction inverse : 1 < T < o
X ‘ ‘ 1 k+1 dt 1 n—1 1 n—1 1 1
! : donc < — < —, donc par somme, pour tout n € N* : — Z - < Z -, et
k+1 : : k+1 k t k k+1 1 k=1k klk
si on retourne maintenant cette inégalité comme un gant en y pla(;ant la somme au centre, on obtient ceci :
o ‘

n n
1 1
k k+1 Inn< 1+ E ——<Ilnn+1, ie.0< E — —Inn <1, et donc enfin : E — = Inn+0(1).
- \k=1k e v 1)

Le théoréme qui suit reprend I'idée précédente, mais il va plus loin.

(
Théoreme (Comparaison somme-intégrale) Soit f € € ([1 +oo[ R) une fonction positive décroissante.

Pour un certain £ € R : Zf(k) f fe)dt+£+o0(1).

k n
Démonstration Pour tout n = f f(t)de— Zf(k)——f(l)—i-z (J f () dt—f(k)) =—f(1)+Zak
k—1 k=2

si on pose a; = f f(t) dt — f (k) pour tout k = 2. Or par decr01ssance
k k k

flk)= fk)de < fle)de< flk=1)dt=f(k—1),
k—1 k-1 k-1 n
donc 0 < q; < f(k—1)— f(k). Il découle de cet encadrement que la suite (Z ak) est croissante, mais aussi
n

k=2 >2

n n
majorée car pour tout n = 2 : Zak < Z (f(k— 1)—f(k)) = f(1)—f(n) < f(1). Cette suite est ainsi
k=2 k=2

convergente d’apres le théoréme de la limite monotone, disons de limite A. Finalement :

J.f(t)dt—Zf(k)z—f(l)+Zak = A—f(1)+o0(1) et Cest fini.
1 k=1 ==

En particulier, dans le cas de la fonction inverse :

Théoreme (Développement asymptotique de la série harmonique et constante d’Euler)
n

1 . 7 z ’
E Pl Inn+y+o0(1) pour un certain réel y ~ 0,577 appelé la constante d’Euler.
=1 n— +00
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@ 2 SUITES D’INTEGRALES
ET FONCTIONS DEFINIES PAR UNE INTEGRALE

Comme nous le savons déja, il suffit parfois d'un simple encadrement pour trouver un équivalent d’intégrale.

x+1
Exemple f ellntdt ~ e*(e—1)Inx.
X

X —+00

x+1 x+1 x+1
Démonstration Pour tout x > 0 : 1nxf el dt < f e'lnt dt < In(x + 1)J et dt,
x+1 x x x

donc: (e**'—e*)Inx < f e'lnt dt < (e —e¥) In(x + 1),

X
d’ot le résultat par encadrement car In(x +1) ~ Inx.

X — 400

Souvent hélas, encadrer ne suffit pas, voici donc une idée parmi d’autres. Une intégration par parties transforme toujours
une intégrale en une somme de deux termes — un crochet et une autre intégrale — et quand on s’y prend bien, cette
décomposition peut fournir un début de développement asymptotique pour l'intégrale de départ.

(
Théoreme (Un exemple de développement asymptotique par IPP) Soit f € %1([0, 1], ]R).
1 1
1 1 1
J t"f(t)dt = M+o(—). En particulier, si f(1) # 0 : J. t"f(t)dt ~ M
0 n—+00 0 n

n n n—+0o

t=1 1

1
tn+l 1
Démonstration Pour toutn €N : t"f(t)dt £ [— f(t):| - — t"Lf(¢) dt
0 n+1 im0 Nt1J,

IO

n+l n+1

1
f t"LF/(t) dt.
0

Or f/ est continue sur le SEGMENT [0, 1], donc bornée d’apres le théoréme des bornes atteintes. Ainsi, pour tout

1 1 , 1
) dt| < IfNlee |t dE = 1 oo , donc lim t"*1£’(t) dt = 0 par encadrement.
0 0 n+2 n—o+oo fo

Conclusion : Jolt”f(t)dtnjm fQ) +o( ! ) = f(1)+o(1).

n+1 n+l/)ns+o n n

1 —Xxt
1 1
Exemple € dt = —+O(—).
o 1+t2  xoiex x2

Démonstration Tachons d’adapter la preuve du théoréme précédent au contexte de cette nouvelle intégrale.
Pour commencer, pour tout x >0 :

Tt wp [ e 1 170 1 (1 2te 1 e~ 2 (1 te
At E | x| -S| Segdt= - = 2| ——— e,
o 1+t b 1+t2 =0 x ), (1+t2) x 2x x Jo (1+t2)

1 —xt
JL‘zdt
o (1+1¢2)

neN:

or:

1 1
te™t 1—e™ 1
=f ——— dt < f e X dt = < =, donc en effet :
o (1+1¢2) 0 X

1 —Xxt —X
1 2 1 1 1
C _ar = ——e———xO(—) = —+o(—).
o 1412 xote0 X 2X x X ) x40 X x2
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@ 3 SUITES RECURRENTES

Dans I'exemple qui suit, les termes du développement asymptotique sont obtenus les uns apres les autres du plus grand
au plus petit selon un principe de boucle. A chaque fois qu’on vient d’obtenir un terme d’une certaine précision, on réinjecte

3
le tout dans la relation de récurrence et on obtient ainsi un nouveau terme. On peut sur le papier obtenir de cette maniére
des précisions aussi fines que voulu, mais plus on avance, plus les réinjections sont calculatoires

1 3 1
Exemple On note (u,),cy la suite définie par uy, = O etu,,; = /u, +n2pour toutn € N. Alorsu, = o) (—)

Démonstration Pourtousn€Netx=0: +x+nz2=0

e Pourtoutn€ N*: u, =+/u,_;+(n—12=>n-1,

Montrons ensuite par récurrence que u,

et uy = 0, donc la suite (i, ),y est bien définie.

donc lim u, =400 par minoration.
n—+o0o

< n pour tout n € N Initialisation : Evidente.

Hérédité : SoitneN. Siu,

< n, alors u,,; = Vu, TS /R rn<ViEr i I=n+l.

e Acestade,n—1< u, < n pour tout n € N*, donc u,, ~ n par encadrement, et méme u, = n-+O(1).
1 1
Enretour: u, =+u,;+(n—12 = /(n—12+n—-1)+0(1) = 1——+O -
n— +0o n— +oo n

1 1 1 1
= 1-—+0 = n—=+0(= car vVitx = 1+=+0(x2).
- +00 ( 2n (nz))nﬂ+oo 2 (n) U0 2 ( )
Poursuivons sur cette lancée avec un développement limité plus fin de x — +/1 + x au voisinage de O

0 =\/mw=mq(n_1)z+n_§+o(%)n= \J1—1+i+o(l)

- 400 n 2n2 n3

11 1 1( 1)? 1 2
= n 1+—(————)——(——) +O(—) = car 1+x=1+£—x—+0(x3)
n—+o0 2 n 2n2 8 n nd))n» 2 8

— +00 x—0

1 3 1 1 3 1
= n|{l—-———-——+0|—= = n————+4+0(—.
no 400 2n  8n2 nd ) ) no+eo 2 8n

n2

Le théoréme qui suit, au programme en deuxiéme année, permet de pousser plus loin 'étude asymptotique des suites
récurrentes dans bon nombre de situations.

Théoreme (Sommation des relations de comparaison) Soient (a,),en €t (b, )nen+ deux suites réelles. On pose
n n

A, = Z a. etB, = Z by pour tout n € N*. On suppose que b,, > 0 pour tout n € N* et que lim B, = +00
k=1 k=1
(i) Sia, = o(b,),alorsA, = o(B,). (i) Sia, ~ b,,alorsA, ~ B,.

n— +0o

Le résultat reste vrai si b, < O pour tout n € N*et lim B,

—0Q.,
n—+00

On généralise ici le théoréme de Cesaro dans le cas d’'une limite finie. En effet, si (a,,),en+ converge vers un réel ¢, alors

a, = o(l)sif=0eta, ~ {£sif#0,doncA

. . A,

. = o(n)sit=0etA, ~ nfsil#0.Danslesdeuxcas: lim — =/.
n— +00 n— 400 n—+o0 n

Démonstration

(i) Faisons I'hypotheése que a, = o(b,). Soit € > 0. Par hypothese, |a,| < f |b,| = E b, a partir d’un certain
N_

2.

W—/
Quantité S
indép. de n.

rang N. Pour toutn =N : |A,| <

+Z|ak|<s+z b <SS+ ® (B,—By) <

€ N . .
Or hgrn B, =+00,donc S < > B, a partir d’un certain rang N’, donc pour tout n
n—+oo

> max {N,N’} :
€ e o Ay _
|A,] < 7 B, + 7 B, =¢€B,. Conclusion : nl}?oo B, - 1, doncA, = o(B,).
(i) Sia, ~ b,,alorsa,—b, = o(b,),doncA,—B, = o(B,) dapres (i), etenfinA, ~ B

n— +0o

ne
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Exemple On note (u,),ey la suite définie par uy =1 et u,,; = Arctanu,, pour tout n € N.

Alorsu, = i—i— 33 X Inn O(lnn)
"aove V20 4042 nym nyn)’

Démonstration

e Pour commencer, R, est stable par la fonction arctangente et 0 < Arctan x < x pour tout x = 0, donc la

suite (u,),en est décroissante positive, donc convergente d’apres le théoréme de la limite monotone. Sa
limite est un point fixe de la fonction arctangente qui est continue sur R et n"admet que O pour point fixe,

donc hm u, =0.

n—+

Y\ présent, pour tout a €R :

3 a 2 a 2
x x ax a
(Arctanx)*—x* = x——+o(x3) —x* = x* 1——+o(x2) —1] ~ x%%| ——— | ~ == x%2
x>0 3 3 x =0 3 x-0 3

x—0
., \ o , . 2_ 2 2
et cette quantité possede une limite finie pour a = —2, en l'occurrence llr% ((Arctan x) ) 3 Il en
X !

2

7 . -2 -2 = 2 “ . , . .

découle que hm (un 1 Uy ) 3’ i.e. que un T 3" En retour, par sommation des équivalents :
3

2n . 2n 5 2n )
—Z(uk —u - 1) ~ — car lim — =400, doncu ~ —,etenfinu, ~ —.
notoo 3 n 3 2n

n—»+oco 3 n—+o0 n—+oo

e Poussons la démarche un terme plus loin, mais sans détailler les calculs :
2

2 x? 2 u 1
Arctanx)?2—x"2 = Z—"—40(x?), doncu? —u?-= ~ ——2 ~ ——— doncparsommation des
( ) x-03 15 (n ) ntl T 3 e 1552w 100 P
2n 2 1 1 Inn Inn
équivalents : u ?—u’—"—= (u 2 _u? —) ~ —— » = ~ —— car lim — =+oo0.
q n "t g ; k k=13 )ioiee 10 Hneseo 10 ns+o00 10
1 1
. 2n  Inn 2 3 3lnn Inn\\ 2
Finalement: u, = [————+o(lnn) = — | 1- +o|l —
notoo \ 3 10 n—+oo ¥ 21 20n n
_ i(1+31nn+o(lnn)) _ i+ 343 9 Inn +O(lnn)
ntoo \ 20 40n n e 4042 n4/n nyn/)’

® 4 SOLUTIONS D’EQUATIONS DEFINIES IMPLICITEMENT

Exemple Pour tout € > 0, 'équation e™** = x d’inconnue x posséde une et une seule solution x, dans R,.

3¢2 9
Alors x, = 1—£+7+o(s )
e—=0

Démonstration  Soit € > 0. La fonction x — e~ ** — x est continue et strictement décroissante sur R, par
somme, de valeur 1 en O et de limite —00 en +00. D’apres le TVI strictement monotone, 0 possede un unique

antécédent x, par cette fonction.

Par positivité de x, pourtout e >0: O0<x,=e ¥ <1, puisenretour: e °<x,<1. Ilendécoule

que lin(l) x, = 1 par encadrement, i.e. que x, = 1+o0(1).
£ e—0

Réinjectons aussitot dans la relation qui définit x, : x, =e % = e7*™°() = 1 ¢ 4 0o(e).
e—0 e—0

2
X, =e ¥ = ¢ T *o(e?) = 1+(—£+£2)+1 (— £)2+o( 2) 1—£+3%+0(82).

£—-0 £—=0

Une derniere pour la route :

Ve . . 7-[ 7-[ [ ! pr— !
Exemple Pour tout n € N*, Iéquation tan x = +/x d’inconnue x € ]nrr -5 nm+ E[ \‘ } y=tanx | }
| | -
. . . T 1 1 |1 T
possede une unique solution x, et x, = nm+—— +o (—) +W by Vx
n—+oo 2 VN7 \/ﬁ ‘\“ } J‘} }
/l ““
. . [ [T
Demonstration /I [
[ /
[ [ 1
e Soit n € N*. La fonction x ~— tanx — +x est dérivable sur / } } / } }
T T (g . /
]nrr — —,nm+ —[ de dérivée x —> 1 + tan®x — —— strictement } \ / I 1
2 T '\/E / | I >141< ~—
positive, car pour tout x € ]nrr -5 nmw+ E[ : ‘ 1 / | 1 Vnr
T 1 1 |y |y
xX>—=>=, donc1———>0. X1 | ﬂm X, |
2 4 2vx ‘ T | T
nn-—— nm+ —
2 2



Christophe Bertault — Mathématiques en MPSI

D’apres le TVI strictement monotone, aprés un calcul de limites aux bornes, f s’annule une et une seule
. T T .
fois sur (nm— —,nm+ —|, disons en x,,.
2 > 2 > n

i i
e Pourtoutn€N*: nm— 2 <x, Snmw+ 2 donc x, ~ nm ———— 400 par encadrement.

n— 400 n—+0o

. T
e Ensuite, pourtoutn € N*: tan(x,—nmn)=tanx, = /X, avecx,—nme ]—— E[ donc par définition

/s .
d’arctangente :  x, —nm = Arctan y/x, ——— 2 autrement dit x, = nm+ — +o(1).

n—+o0o n— +oo

1 =n
e Rappelons enfin que pour tout x > 0: Arctanx + Arctan — = 2 Il en découle que :
x

T 1 1
X, —nm— — = Arctan 4/ x, — —Arctan— —_— ~ — r
" 2 " /_Hwo /x, =+ Jam
et enfin 71:+n ! +o L
X, = n —— — |
no oo 2 nrm vn

@ 5 LESFORMULES DE WALLIS ET STIRLING

La formule de Wallis n’est pas au programme, mais la formule de Stirling qui en découle I'est en revanche.

22n
s .
no+oo o/ NTT

Théoreme (Formule de Wallis) (Zn)

E

Démonstration On pose pourtoutn€N: [, = sin"t dt  (intégrales de Wallis).

IPP t

e Pourtoutn=>2: I, = [sin”_1 t x (—cos t)]

| S
ON|:]o
N

t=|

f (n—1)costsin® 2t x (—cost) dt

—(n—l)f sin" 2t cos’t dt = (n—1)f (1—sin?t)dt = (n—1)(I,_,—

Isolant I,, nous obtenons finalement la relation : I, .

e A présent, la suite (I,,),<y est décroissante et strictement positive car 0 < sin™*! x < sin” x pour tous n € N

T .. I I * 2n+2 . I
et x € ]O, —]. Ainsi, pour tout n € N: 1< 2 g 2 X , donc lim —%- =1 par
2 Ipy1 Ippyp 2n+1 n=+00 Ipnyq
encadrement. Nous allons maintenant donner une expression explicite du rapport , noté p,,.

2n+1

SANE

2 2
T . t=
e Pour commencer : I, = J dt = 5 ¢ I =J. sint dt = |:—cost:|t=
0

T
=1, doncpy=—.
. Po D)
* (2n+1)(2n—1)

Ensuite pour tout n € N* : n T Pn_1, donc:
@2n+1)@2n—-1) (2n—1)2n—3) (5)(3) (3)(1) (2n+1)(2n—1)?(2n—3)*>...3%1 =
Pn = X X ... X X Po = X —
(2n)2 (2n—2)2 (4)2 (2)2 2

(2n+1) x (2n)!? T e V2 @2n+1) = 1 (2n))? (25(33(?—2)”.1(2)); 2
) (enen-2)...2)' 27 (22"n!2) 2 (27 ( n D T2 e (27 ( n D e

, 2n 22n
Or lim p, =1 comme on l'a vu, donc en effet : ~ .
n—+00 n

n
Théoreme (Formule de Stirling) n! ~ (E) V2nrm.

L)
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n+3
n'2
Démonstration Posons pour toutn € N*: u, =In .
n!en 1 ntz
1 1 14 =
n+1 n+l+3 nn+2 ( ) 1 1
e PourtoutneN*: u,.,—u,=In ( ) —In =In 1 =(n+—)ln(1+—)—l

(n+1)!ertl nlen e 2 n

( 4 1)(1 1 N 1 N ( 1 )) 1 1 s caleul
= (n+=)[2=—+—+0[=]]=-1 ~ apres calcul.
n— oo 2)\n 2n? 3nd n3 e 1202 P

Ainsi nlgrnoo 12n2( T ) =1, donc0 < n? (unH—un) < 1 a partir d’un certain rang N = 2. En particulier,
(4, )nen- €St croissante a partir d’'un certain rang, mais par ailleurs pour toutn = N :

e 1 1 1
un—uN—E:(ukH uy) < Ekz EL J. - = - < <1,
1 N-—1

= t2 N—1 n—1 N-1

donc (u,)pen+ €st majorée. Finalement, (u,),en- converge d’aprés le théoréme de la limite monotone, donc
la suite (e‘“")n - aussi, disons vers £ > 0.

| N

. . . n . ny\" .
e Nous venons d’établir que hgrn T =4L,ieque: n! ~ (—) {4/n. Ilreste amontrer que £ = v 2.
n—=+00 n+35 e
n'2

Or d’apres la formule de Wallis :

(Zn)2n+% Z
1 J/n (2n Jn  (2n)! vn e2n V2 e tem
~ X =—_—x ~ X— = — apres simplification,
VT no+oe 220\ 22n nl2 n-+co 221 n+3 2 I
( on 6) donc en effet £ = v/21m.



